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ロジスティック写像とは 

　アメリカの数理生物学者ロバート・メイは，ロジスティック方程式と呼ばれる次の差分方程式を用いて，生物の個体数の変動を研究しました．
　　X(n+1) = r・X(n)・(1-X(n))　　　　 

　ここで，nは世代（n=0,1,2,3・・・），X(n)は世代nにおける個体数を規格化した値（0<=X(n)<=1），rは繁殖率（0<=a<=4）を示します．この式は現在の固体数から次の世代の固体数を計算する場合，固体の繁殖率rに比例して増加する部分と，固体数が増えたために餌などが減って固体が減る部分（(1-X(n))）から成り立っています．

固体はある一定の繁殖率で増えるとともに，餌が減った分だけ暮らしにくくなるという式です．簡単な数式ですが，生物の数を表す式として，もっともらしい式です．
　この式より，ある世代の個体数がわかれば，次の世代の個体数が計算できます．この写像f=rx(1-x)を，ロジスティック写像といいます．
カオスの発見に寄与した有名なロジスティック写像の振舞いをエクセルで試してみましょう． 

http://fluid.mech.kogakuin.ac.jp/~iida/Lectures/complex/mandel/logistic-map-simulation.xlsをダウンロードしてください．（注意：マクロを有効にしないと計算ができません）
エクセルのワークシートに，固体の初期値と繁殖率を入力することができるようになっています．ワークシートに初期値と繁殖率を代入すると固体の変化がグラフに現れます．

X(n)の振舞いは，aの値により大きく変化し，次のようになります．
0<=r<=1　　　　　　　　　　　 ⇒　　X(n)は0へ単調に収束

1<　r<=2　　　　　　　　　　　⇒　　X(n)は1-(1/a)へ単調に収束

2<　r<=3　　　　　　　　　　　⇒　　X(n)は1-(1/a)へ振動しながら収束

3<　r<=3.5699456・・・　　　⇒　　X(n)は２のべき乗個の周期点を振動

3.5699456・・・<　r<=4　　　⇒　　X(n)の変動は不規則で，特定の周期をもたない（カオス領域）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ただし，この領域にもX(n)が周期的になる領域が存在する
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rの値を変えていくと波形がどんどん複雑になっていくことがわかります．ロジスティック写像f=rx(1-x)の軌跡を示したものです．rの値が小さい場合，写像は特定の点に収束するか，一定周期で同じ値を繰り返します．しかし，r=3.5699456となると写像は同じ値をまったくとらなくなりカオス的な振る舞いをします．

横軸にパラメータ値（λ）をとり縦軸に個体数の値（X）をあらわすグラフの上に，ロジステイック方程式の結果（各パラメータ値に対する個体数）を記入していくと，パラメータ値が低いときは少しづつ上昇していく一本の線を描き（周期1の軌道），パラメータ値がある値を越えると線が二つに分かれます（周期2の軌道）．パラメータ値が増加するにつれ分岐は倍になり，また倍になるという過程（倍周期）を繰り返すのです．
これらの分岐は4，8，16，32．．．とだんだんスピードをあげて起こりますが，ある点をすぎると規則性のない混沌状態（カオス）になり，グラフのその領域は塗りつぶされてしまいます．

さらにパラメータ値を増加させると，突然奇数の３とか７の規則的な周期があらわれ（奇数周期の窓），再び倍周期の分岐が起こり，新しいカオスが生じます． 

アメリカのロスアラモス国立研究所のファイゲンバウムは，周期が十分に大きい場合，縦軸と横軸を一定の倍率で拡大するとすべての分岐の構造が同じ（相似）ものとなることを証明しました．この拡大倍率はファイゲンバウム数といわれ，他の周期倍増をする力学系にもあらわれる普遍的な数です．
そしてこのファイゲンバウム数が3.5699456なのです．




レポート：

増殖率と初期値を変えた場合のロジスティック写像，個体数の変化をエクセルで調べ，ロジスティック写像についてまとめなさい．
